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Περίληψη: Ένα από τα πιο ενδιαφέροντα θέματα στον τομέα των τοπογραφικών εργασιών 

παραμένει μέχρι και σήμερα ο ακριβής προσδιορισμός των ορθομετρικών υψομέτρων από 

μετρήσεις των δορυφορικών συστημάτων GNSS, λαμβάνοντας υπόψη δεδομένα γεωμετρι-

κής χωροστάθμησης καθώς και πρόσθετες πληροφορίες από το πεδίο βαρύτητας. Η εργα-

σία αυτή παρουσιάζει καταρχήν τις διάφορες στρατηγικές λύσης που εμφανίζονται στη 

σχετική βιβλιογραφία, όπως είναι η μέθοδος της σημειακής προσαρμογής, όπου τα υψόμε-

τρα του γεωειδούς, που σχετίζονται με το πεδίο βαρύτητας, αντιμετωπίζονται ως στοχαστι-

κά μεγέθη, ή η μέθοδος της αναλυτικής παρεμβολής όπου το γεωειδές περιγράφεται από 

πολυώνυμα διαφόρων τάξεων. Στη συνέχεια επικεντρώνεται στις μεθόδους της λεγόμενης 

ολοκληρωμένης γεωδαισίας, που αποτελεί μια γενίκευση των πιο πάνω μεθοδολογιών και 

όπου είναι δυνατή η ταυτόχρονη επεξεργασία κάθε τύπου γεωδαιτικών δεδομένων. Στην 

περίπτωση αυτή ως άγνωστες στοχαστικές παράμετροι μπορούν να εμφανιστούν όχι μόνο 

τα υψόμετρα του γεωειδούς, αλλά και άλλες παράμετροι που σχετίζονται με το πεδίο βαρύ-

τητας και που συνδέονται με την άγνωστη συνάρτηση του διαταρακτικού δυναμικού.  

Εκτός από τις διάφορες επιλογές στο πρόβλημα της εκτίμησης των ορθομετρικών υψομέ-

τρων αναλύεται και το θέμα των στατιστικών ελέγχων στα γραμμικά μοντέλα με στοχαστι-

κές παραμέτρους, καθώς και το πρόβλημα της εκτίμησης των συνιστωσών της μεταβλητό-

τητας αναφοράς, όπως προκύπτουν τα θέματα αυτά στις εφαρμογές των μεθόδων της ολο-

κληρωμένης γεωδαισίας.  

 

 

1. Εισαγωγή 

Η χωροστάθμηση με τα παγκόσμια συστήματα προσδιορισμού θέσης γίνεται όλο 

και πιο δημοφιλής στην καθημερινή γεωδαιτική πρακτική και καθιερώνεται ως η 

κύρια τεχνική προσδιορισμού υψομετρικών διαφορών, καθώς προσφέρει τεχνικές 

λιγότερο δαπανηρές από τη γεωμετρική χωροστάθμηση ή και την τριγωνομετρική 

υψομετρία, κυρίως όταν πρόκειται για σημεία που απέχουν μεταξύ τους μεγάλες 

αποστάσεις.1 Βέβαια, ως τεχνική είναι τελείως διαφορετική, καθώς δεν υπάρχει 

πια η έννοια της όδευσης, άλλες είναι οι πηγές των σφαλμάτων που καθορίζουν 

την ποιότητα των τελικών υψομέτρων, τα υψόμετρα αναφέρονται σε διαφορετικά 

                                                      

1. Σχετικά με τις “κλασικές” μεθόδους χωροστάθμησης βλ. Βλάχος (1987). 
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συστήματα αναφοράς, αλλά και η έννοια του υψομέτρου ορίζεται με διαφορετικό 

τρόπο. 

Από τις παρατηρήσεις των δορυφορικών συστημάτων GNSS προσδιορίζονται 

σχετικά γεωδαιτικά υψόμετρα, στο WGS’ 84 ή σε άλλο γεωδαιτικό σύστημα ανα-

φοράς, με ακρίβειες της τάξης μερικών χιλιοστών για αποστάσεις μέχρι και μερι-

κές δεκάδες χιλιόμετρα. H ακρίβεια αυτή είναι λίγο χειρότερη από αυτήν της ορι-

ζόντιας θέσης των κορυφών του δικτύου, όχι μόνο εξαιτίας της κακής γεωμετρίας 

ως προς την τρίτη διάσταση, αλλά εξαιτίας ορισμένων συστηματικών επιδράσεων, 

όπως π.χ. το τροποσφαιρικό σφάλμα, που είναι σημαντικότερο στη διεύθυνση των 

υψομέτρων, οι μεταβολές των κέντρων φάσης της κεραίας, κλπ. Τα ορθομετρικά 

υψόμετρα υπολογίζονται στη συνέχεια από τη σχέση 

   H = h− �  (1) 

όπου H το ορθομετρικό υψόμετρο, h το γεωδαιτικό ή ελλειψοειδές υψόμετρο και 

  �  το ελλειψοειδές υψόμετρο του γεωειδούς γνωστό ως υψόμετρο του γεωειδούς ή 

αποχή του γεωειδούς. Επειδή η καμπυλότητα της καμπύλης κατακόρυφης είναι 

πολύ μικρή, αυτή διαφέρει ασήμαντα από την αντίστοιχη κάθετη στο ελλειψοειδές. 

Έτσι η παραπάνω σχέση μπορεί να χρησιμοποιηθεί στις συνήθεις τοπογραφικές 

εργασίες για τη σύνδεση των ορθομετρικών υψομέτρων με τα ελλειψοειδή.  

H ακρίβεια υπολογισμού των ορθομετρικών υψομέτρων εξαρτάται, εκτός από την 

ακρίβεια των γεωδαιτικών υψομέτρων που προκύπτουν από το σύστημα GNSS, 

και από την ακρίβεια προσδιορισμού της επιφάνειας του τοπικού γεωειδούς. Tο 

τοπικό γεωειδές προσδιορίζεται από μετρήσεις βαρύτητας και υψομέτρων με τε-

χνικές της φυσικής γεωδαισίας και η ακρίβειά του φθάνει τα μερικά εκατοστά, 

ανάλογα με την ακρίβεια των βαρυτημετρικών δεδομένων. Oι ακρίβειες αυτές 

βέβαια αναφέρονται σε απόλυτα υψόμετρα και βελτιώνονται σημαντικά στον υπο-

λογισμό των υψομετρικών διαφορών, που προκύπτουν από τις γεωδαιτικές παρα-

τηρήσεις. Tα υψόμετρα του γεωειδούς   � , υπολογίζονται για τις κορυφές του δι-

κτύου με κάποια κατάλληλη μέθοδο παρεμβολής (π.χ. αναλυτική παρεμβολή, ση-

μειακή προσαρμογή, κλπ.), ανάλογα με την έκταση της περιοχής, τη μορφή του 

γεωειδούς και τα δεδομένα που διατίθενται.  

Οι παρατηρήσεις λοιπόν, από τη σκοπιά μιας ολοκληρωμένης προσέγγισης, μπορεί 

να είναι βάσεις ή συντεταγμένες GNSS, ορθομετρικά υψόμετρα ή υψομετρικές 

διαφορές, υψόμετρα γεωειδούς, τιμές της βαρύτητας, διαφορές δυναμικού, απο-

κλίσεις της κατακορύφου και γενικότερα κάθε πληροφορία σχετική με το γήινο 

πεδίο βαρύτητας στα σημεία του δικτύου ή ακόμη και σε σημεία στην περιοχή του 

δικτύου. Στην πιο απλή και πιο δημοφιλή περίπτωση, σύμφωνα με τη σχετική 

βιβλιογραφία, έχουμε τις εξισώσεις:  

α. των γεωδαιτικών υψομέτρων G�SS

i
h   

h

iii

G�SS

i
v�Hh ++=  (2) 
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που προκύπτουν από την ανάλυση των παρατηρήσεων GNSS,  

β. τις εξισώσεις των ορθομετρικών υψομέτρων 
LEV

i
H  

H

ii

LEV

i vHH +=  (3) 

που προκύπτουν από γεωμετρική χωροστάθμηση και  

γ. τις εξισώσεις των υψομέτρων του γεωειδούς 
GEO

i
�   

�

iii

GEO

i v��� ++= δ  (4) 

που προκύπτουν στα σημεία του δικτύου εφαρμόζοντας κατάλληλες μεθόδους 

παρεμβολής, όπου 
  
δ� i  είναι οι διορθώσεις που ελαχιστοποιούν τα μεγάλου μή-

κους κύματος σφάλματα, τα οποία εμφανίζονται από την αδυναμία πολύ μεγάλου 

βαθμού ανάπτυξης των γεωδυναμικών μοντέλων επειδή το ύψος 
  
� i

GEO  αναφέρεται 

σ’ ένα τοπικό γεωειδές που προέκυψε από την ανάλυση κυρίως τοπικών δεδομέ-

νων. Οι διορθώσεις αυτές σχετίζονται με τα διαφορετικά συστήματα αναφοράς 

καθώς και με μικρές μεταβολές του ελλειψοειδούς αναφοράς κατά θέση και μέγε-

θος2.  

Εκτός από τα υψόμετρα του γεωειδούς τα δεδομένα του πεδίου βαρύτητας είναι 

δυνατόν να δοθούν και σε άλλη μορφή, π.χ. ως αποκλίσεις της κατακορύφου, α-

νωμαλίες βαρύτητας, κλπ. Σε κάθε περίπτωση πρέπει να λαμβάνονται υπόψη οι 

διορθώσεις των διαφορετικών συστημάτων αναφοράς.  

 

 

2. Η εφαρμογή μεθόδων της σημειακής προσαρμογής 

Ανάλογα με τα δεδομένα του πεδίου βαρύτητας ή/και τα ορθομετρικά υψόμετρα 

που διατίθενται στην περιοχή ενός δικτύου GNSS, διακρίνουμε τις παρακάτω πε-

ριπτώσεις υπολογισμού των ορθομετρικών υψομέτρων:  

Έστω ότι στην περιοχή του δικτύου GNSS δεν υπάρχει πληροφορία για το γεωει-

δές, αλλά είναι γνωστά τα ορθομετρικά υψόμετρα σε ορισμένες κορυφές. Οι εξι-

σώσεις παρατήρησης για κάθε σημείο με γνωστό ορθομετρικό υψόμετρο γράφο-

νται 

h

iii

G�SS

i
v�Hh ++=   

  
H

i

LEV
= H

i
+ v

i

H  ,        i =1,2,...,n (7) 

ή ισοδύναμα 

                                                      

2. Σχετικά με τους μετασχηματισμούς των γεωδαιτικών υψομέτρων και των υψομέτρων 

του γεωειδούς μεταξύ διαφορετικών συστημάτων αναφοράς βλ. Heiskanen and Moritz 

(1967), Soler (1976), Kotsakis (2008). 
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ii

LEV

i

G�SS

ii
v�Hhw +=−=  (8) 

όπου 
  
vi = vi

h
− vi

H  είναι το συνολικό σφάλμα παρατήρησης. 

Στην περίπτωση αυτή η πιο συνήθης μέθοδος στις τοπογραφικές εφαρμογές βασί-

ζεται στον υπολογισμό των υψομέτρων του γεωειδούς με την εφαρμογή μιας ανα-

λυτικής παρεμβολής, χρησιμοποιώντας γραμμικές συναρτήσεις της μορφής 

    

� i = f (xi , yi) = ak  ϕ k (xi , yi)

k=1

m

∑  (9) 

όπου 
  
xi , yi  είναι οι γνωστές συντεταγμένες του σημείου i, 

  
ak  είναι πραγματικοί 

αριθμοί, άγνωστες παράμετροι που πρέπει να εκτιμηθούν στο πρόβλημα της πα-

ρεμβολής, και οι “επιλεγμένες” συναρτήσεις ϕi (i = 1, 2, ..., m) ονομάζονται συ-

ναρτήσεις βάσεις. Τα δημοφιλέστερα παραδείγματα συναρτήσεων βάσης είναι η 

επιλογή μονώνυμων της μορφής 
  
x
i
y

j  

...,,,,,,,,,1
23322 yxyxxyyxyx  (10) 

ή συνδυασμοί των παραπάνω, καθώς και τριγωνομετρικά πολυώνυμα που προκύ-

πτουν από αναπτύγματα των σειρών Fourier. Οι συναρτήσεις αυτές έχουν εμφανι-

στεί στη βιβλιογραφία από τις αρχές της δεκαετίας του 70 σε εφαρμογές φωτο-

γραμμετρίας, τοπογραφίας και γεωδαισίας, όπως π.χ. η αυτοματοποιημένη χάραξη 

ισοϋψών καμπύλων, ο υπολογισμός του γεωειδούς από δεδομένα δορυφορικής 

αλτιμετρίας, κλπ. 

Μια άλλη επιλογή συναρτήσεων βάσης που χρησιμοποιήθηκε για την περιγραφή 

του ανάγλυφου του εδάφους και θεωρήθηκαν ως οι καταλληλότερες για το πρό-

βλημα της χάραξης των ισοϋψών καμπύλων στις χαρτογραφικές και φωτογραμμε-

τρικές εφαρμογές (Hardy 1971) καταρχήν και στη συνέχεια για την περιγραφή των 

κατακόρυφων μετακινήσεων του γήινου φλοιού (Hardy 1977, Holdahl 1978), είναι 

οι συναρτήσεις της μορφής  

p
kikiiik yyxxyx

/1222 ])()[(),( δϕ +−+−=  (11) 

όπου xk, yk είναι οι συντεταγμένες των   m  ειδικά επιλεγμένων σημείων προσαρμο-

γής των συναρτήσεων που στη συγκεκριμένη εφαρμογή είναι ορισμένα ή όλα τα 

σημεία με γνωστό υψόμετρο και η πιο συνηθισμένη επιλογή για τις παραμέτρους 

δ  και p  είναι 0=δ  και 2,1=p . Η εξίσωση παρατήρησης της σχέσης (8) παίρνει 

τη μορφή 

i

m

k

iikk

LEV

i

G�SS

ii vyxaHhw +=−= ∑
=1

),( ϕ  (12) 

και για όλα τα σημεία με γνωστό ορθομετρικό υψόμετρο το σύστημα των εξισώ-

σεων παρατήρησης γράφεται σε μορφή πινάκων vaw +=Φ . Για την εφαρμογή 
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της πιστής αναλυτικής παρεμβολής, όπου έχουμε ένα απλό πρόβλημα προσαρμο-

γής της συνάρτησης  f  στις τιμές LEV

i

G�SS

i

G�SS

i
Hh� −= των υψομέτρων του γεω-

ειδούς που θεωρούνται γνωστές χωρίς σφάλματα, ικανοποιείται το κριτήριο βελτι-

στοποίησης .min=vv
T , ενώ για την εξομαλυντική αναλυτική παρεμβολή, όπου οι 

τιμές των υψομέτρων του γεωειδούς αντιμετωπίζονται ως παρατηρήσεις που συνο-

δεύονται από τον πίνακα συμμεταβλητοτήτων τους  

      M =σh

2
 Qh +σH

2
 QH  (13) 

το κριτήριο βελτιστοποίησης γίνεται .min
1

=

−

vMv
T  Στη συνέχεια, με τη βοήθεια 

των εκτιμήσεων 
  

ˆ α kl , ... που προκύπτουν από τη βέλτιστη προσαρμογή της αναλυ-

τικής σχέσης (9) στις γνωστές τιμές 
  
hi
GPS

− H i

LEV , υπολογίζονται τα ορθομετρικά 

υψόμετρα για κάθε άλλο σημείο του δικτύου GNSS. H ακρίβεια προσδιορισμού 

αυτών των υψομέτρων εξαρτάται από τον αριθμό των σημείων με γνωστά ορθομε-

τρικά υψόμετρα, που ορίζει τον βαθμό του πολυώνυμου, και την κατανομή τους 

στην περιοχή. Στο δίκτυο θα πρέπει να συμπεριλαμβάνονται τουλάχιστον τρία 

σημεία με γνωστά ορθομετρικά υψόμετρα.  

Έστω ότι σε κάθε σημείο υπολογίζονται αποχές από το μοντέλο του γεωειδούς, 

αλλά υπάρχουν και σημεία με γνωστά ορθομετρικά υψόμετρα. Με τον συνδυασμό 

ορθομετρικών υψομέτρων και δεδομένων γεωειδούς είναι δυνατό να ελαχιστοποι-

ηθούν τα μεγάλου μήκους κύματος σφάλματα, τα οποία εμφανίζονται από την 

αδυναμία πολύ μεγάλου βαθμού ανάπτυξης των γεωδυναμικών μοντέλων εξαιτίας 

των τοπικών δεδομένων από την ανάλυση των οποίων προέκυψε το γεωειδές. Για 

κάθε σημείο του δικτύου GNSS με γνωστό ορθομετρικό υψόμετρο ισχύουν οι 

τρείς εξισώσεις 

h

iii

G�SS

i
v�Hh ++=   

  
H

i

LEV
= H

i
+ v

i

H
  

  
� i

GEO
= � i +δ� i + vi

�   (14) 

ή ισοδύναμα 

ii

GEO

i

LEV

i

G�SS

i
v��Hh +=−− δ    (15) 

όπου 
  
vi = vi

h
− vi

H
− vi

� . Υπολογίζονται οι διορθώσεις  

 GEO

i

G�SS

i

GEO

i

LEV

i

G�SS

iii ���Hh�w −=−−== δ  (16) 

και γίνεται η προσαρμογή του μοντέλου μετασχηματισμού του τύπου της σχέσης 

(9), που αν θεωρήσουμε ότι το παγκόσμιο σύστημα που αναφέρονται οι παρατη-

ρήσεις GNSS και το τοπικό διαφέρουν κατά κλίμακα και είναι σχεδόν παράλληλα 

μεταξύ τους και ότι το ελλειψοειδές που χρησιμοποιεί το παγκόσμιο σύστημα έχει 

πρακτικά ίδιες διαστάσεις με αυτές του τοπικού συστήματος, η σχέση αυτή γράφε-
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ται στη μορφή  

 
    
δ� i =αo +α1 cosϕ i cosλi +α2 cosϕ i sinλi +α3 cosϕ i + vi (17)  

όπου εμφανίζονται ως άγνωστες παράμετροι μόνο οι όροι της μετάθεσης 
321

,, aaa  

και της μεταβολής της κλίμακας 
o
a . Η προσαρμογή γίνεται θεωρώντας τις τιμές 

GEO

i

G�SS

ii ��� −=δ  παρατηρήσεις, σύμφωνα με το σύστημα των εξισώσεων 

παρατήρησης 

vaw +=Φ   ,   .min
1

=

−

vMv
T  (18) 

όπου ο πίνακας συμμεταβλητοτήτων τους είναι   

��HHhh
QQQM    

222
σσσ ++= .  (19) 

Στη συνέχεια, με τη βοήθεια των εκτιμήσεων 
  

ˆ α 
o
,... που προέκυψαν από τη βέλτι-

στη προσαρμογή της αναλυτικής σχέσης (17) στις γνωστές τιμές  
  
� i

GPS
− � i

GEO , 

υπολογίζονται οι διορθώσεις δ� i  για κάθε άλλο σημείο, καθώς και τα ορθομετρι-

κά υψόμετρα 
i

GEO

i

G�SS

ii
��hH δ−−= . 

Σε πιο αυστηρή προσέγγιση, η διόρθωση 
  
δ�

i
 μπορεί να γραφεί στη μορφή  

i

T

ii
s� += aϕδ  (20) 

όπου ο όρος a
T

i
ϕ , ποσότητα που αποτελεί την “κυρίαρχη τάση” στις παρατηρήσεις 

i
�δ , περιγράφει τη μετάθεση κατά τους τρείς άξονες συνήθως και τη μεταβολή τις 

κλίμακας σύμφωνα με τη σχέση (17), και s
i
 είναι οι στοχαστικές μεταβλητές, τα 

σήματα όπως ονομάζονται τέτοιου είδους παράμετροι, που περιγράφουν το μικρό 

μέρος που απομένει σε κάθε διαφορά 
i

�δ  (Kotsakis and Sideris, 1999, Denker et 

al., 2000).  

Χρησιμοποιώντας το συμβολισμό πινάκων, για το σύνολο των σημείων του δικτύ-

ου GNSS στα οποία διατίθενται και ορθομετρικά υψόμετρα, καταλήγουμε σε τρεις 

διαφορετικούς τρόπους αντιμετώπισης: Στις δύο περιπτώσεις καταρχήν, της πιστής 

σημειακής προσαρμογής (Denker et al., 2000) 

   ̃  w = s+ v  ,   .min
1
=

−

sKs
T  (21) 

ή της εξομαλυντικής σημειακής προσαρμογής 

   ̃  w = s+ v  , 
      v

T
M

−1
v + s

T
K

−1
s =min. (22) 

όπου aww Φ−=

~ , ο όρος a
T

i
ϕ  υπολογίζεται εκ των προτέρων με τη βοήθεια μιας 

παρεμβολής του τύπου της εξίσωσης (18) σύμφωνα με τον τρόπο που αναλύθηκε 

παραπάνω, και διορθώνει τις παρατηρήσεις 
  
δ�

i
.  

Η τρίτη περίπτωση, που αποτελεί μια πιο “ολοκληρωμένη” αντιμετώπιση του προ-

βλήματος της απομάκρυνσης της κυρίαρχης τάσης, είναι η εφαρμογή ενός τύπου 

μικτής παρεμβολής (Kotsakis and Sideris, 1999) 
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vsaw ++=Φ   ,   
      v

T
M

−1
v + s

T
K

−1
s =min. (23) 

όπου και οι παράμετροι a  που περιγράφουν τις μεταβολές των συστημάτων ανα-

φοράς, συμμετέχουν στο πρόβλημα της συνόρθωσης.  

Ο πίνακας συμμεταβλητοτήτων M  των συνολικών σφαλμάτων δόθηκε προηγού-

μενα στη σχέση (19) και τα στοιχεία του πίνακα συμμεταβλητοτήτων K  των ση-

μάτων s  προκύπτουν ως τιμές μιας επιλεγμένης συνάρτησης συμμεταβλητότητας. 

Ο πίνακας αυτός περιέχει τις πληροφορίες τις σχετικές με τη στοχαστική συμπερι-

φορά των σημάτων, ώστε να είναι δυνατός ο διαχωρισμός τους από τα σφάλματα 

των παρατηρήσεων, και τα στοιχεία του, οι συμμεταβλητότητες των σημάτων, είναι 

οι τιμές των αντίστοιχων συναρτήσεων συμμεταβλητότητας3.  

Μια τυπική επιλογή συνάρτησης συμμεταβλητότητας για τέτοιου είδους τοπικές 

εφαρμογές είναι οι εκθετικές συναρτήσεις της μορφής 

22
2)( Sd
eSK
−

=σ  (24) 

όπου     σ
2
= K (0)  είναι η μεταβλητότητα, d  η απόσταση συσχέτισης και S  η ορι-

ζόντια απόσταση μεταξύ των σημείων στα οποία αναφέρονται τα σήματα.  

Διάφορες μορφές τοπικών συναρτήσεων συμμεταβλητότητας, που μπορούν να 

χρησιμοποιηθούν στις παραπάνω περιπτώσεις, δίνονται στην πρώτη στήλη του 

πίνακα (1) ως συναρτήσεις συμμεταβλητότητας του διαταρακτικού δυναμικού.  

 
Πίνακας 1: Διάφορες μορφές συναρτήσεων συμμεταβλητότητας K(S) του 

διαταρακτικού δυναμικού και οι αντίστοιχες της ανωμαλίας βαρύτητας. 

Συνάρτηση 
Διαταρακτικού δυναμικού 

)(SK  

Ανωμαλίας βαρύτητας 

)(SK
gΔ
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Moritz  
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+
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2
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σ  

Poisson  
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3. Για τη θεωρητική τεκμηρίωση των προβλημάτων πρόγνωσης και συνόρθωσης με στοχαστικές 

παραμέτρους παραπέμπουμε στην εργασία Θεωρία και εφαρμογή της μεθόδου της σημειακής προ-

σαρμογής σε τοπογραφικά προβλήματα (Δερμάνης, 1984) καθώς και στο βιβλίο Συνορθώσεις Πα-

ρατηρήσεων και Θεωρία Εκτίμησης, Τόμος 2 (Δερμάνης, 1987). 
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Σχετικά με τις συναρτήσεις συμμεταβλητότητας στις παραπάνω εφαρμογές παρεμ-

βολής, πρέπει να παρατηρήσουμε τα εξής: 

1. H επιλεγμένη συνάρτηση συμμεταβλητότητας πρέπει να ικανοποιεί τις παρα-

κάτω ιδιότητες: να είναι θετικά ορισμένη, να είναι αρμονική, ομογενής και ισό-

τροπη. Μια συνάρτηση συμμεταβλητότητας είναι ομογενής όταν δεν εξαρτάται 

από την απόλυτη θέση των δύο σημείων και ισότροπη όταν δεν εξαρτάται από 

τη διεύθυνση που ορίζουν τα δύο σημεία. 

2. Στην περίπτωση της πιστής σημειακής προσαρμογής, όπου οι ποσότητες s , τα 

σήματα, είναι οι μοναδικές που συμμετέχουν στο κριτήριο βελτιστοποίησης, η 

μεταβλητότητα   σ
2
= K (0)  μπορεί να ληφθεί ίση με τη μονάδα, και το μήκος 

συσχέτισης   d  είναι το μήκος όπου η τιμής της συνάρτησης συμμεταβλητότητας 

είναι ίση με το μισό της μεταβλητότητας. Υπολογίζεται από τις σχέσεις 

    

K (d) =
1

2
K (0) =

1

2
σ

2  ⇒  d = ... (25) 

3. Στις περιπτώσεις εφαρμογής της εξομαλυντικής ή της μικτής παρεμβολής, όπου 

θα πρέπει να διαχωριστούν τα σήματα από τα σφάλματα των παρατηρήσεων, οι 

τιμές των παραμέτρων 2
σ  και d  προκύπτουν από την προσαρμογή της επιλεγ-

μένης συνάρτησης συμμεταβλητότητας σ’ ένα ικανό αριθμό των δειγματικών 

τιμών a
T

ii
δΝ ϕ− , οι οποίες υπολογίζονται μετά από μια αρχική εκτίμηση της 

κυρίαρχης τάσης a
T

i
ϕ . Συνήθως, οι δειγματικές αυτές τιμές είναι περιορισμένες 

και δεν μετριούνται απευθείας, αλλά προκύπτουν από μια αρχική εφαρμογή με-

θόδων αναλυτικής παρεμβολής. Το πρακτικό πρόβλημα που προκύπτει πολλές 

φορές είναι ότι αυτές οι δειγματικές τιμές δεν είναι κατάλληλες ώστε να γίνει η 

προσαρμογή της επιλεγμένης συνάρτησης συμμεταβλητότητας.  

4. Το παραπάνω πρόβλημα της μη ύπαρξης των κατάλληλων δειγματικών τιμών 

μπορεί να αντιμετωπισθεί με μια γενίκευση της θεωρίας εκτίμησης των συνι-

στωσών των μεταβλητοτήτων, όπου αντιμετωπίζεται επιπλέον και η ταυτόχρο-

νη διόρθωση της αρχικής εκτίμησης των αγνώστων παραμέτρων ( 2
σ  και d ) 

της συνάρτηση συμμεταβλητότητας. 

 

 

3. H περίπτωση της ολοκληρωμένης γεωδαισίας 

Στα προηγούμενα παρουσιάσθηκαν διάφορες μέθοδοι παρεμβολής όπου οι τιμές 

  
δ�

i
 των διορθώσεων των υψομέτρων του γεωειδούς θεωρήθηκαν ως τιμές μιας 

άγνωστης συνάρτησης. Σ’ ένα γενικότερο σύστημα συνόρθωσης όλα τα δεδομένα 

τα σχετικά με τα υψόμετρα των σημείων του δικτύου GNSS, τα γεωδαιτικά υψό-

μετρα, τα ορθομετρικά υψόμετρα, τα υψόμετρα του γεωειδούς κλπ., μπορούν να 

συμμετάσχουν στη συνόρθωση ως παρατηρήσεις, όπου συμμετέχουν ως άγνωστες 

παράμετροι οι ανωμαλίες ύψους 
  
� i , ως σήματα καθώς εξαρτώνται από το πεδίο 

βαρύτητας, τα υψόμετρα 
  
H i και όλες οι παράμετροι που σχετίζονται με τα διαφο-
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ρετικά συστήματα αναφοράς και περιγράφουν τις διορθώσεις του τύπου
  
δ�

i
.  

Έστω λοιπόν ότι σ’ ένα δίκτυο n σημείων δίνεται το γεωδαιτικό υψόμετρο G�SS

i
h  

για κάθε σημείο που προέκυψε από τη συνόρθωση των παρατηρήσεων του συστή-

ματος GNSS και επίσης ορισμένα σημεία του δικτύου συνδέονται με παρατηρή-

σεις γεωμετρικής χωροστάθμησης ή είναι γνωστά τα ορθομετρικά τους υψόμετρα. 

Σχετικά με τα υψόμετρα του γεωειδούς δεν είναι απαραίτητο να αναφέρονται στα 

σημεία του δικτύου. Εναλλακτικά, μπορεί να δίνονται σε ορισμένα ή σε όλα τα 

σημεία του δικτύου όπως προέκυψαν από δεδομένα του πεδίου βαρύτητας στην 

περιοχή εφαρμόζοντας μεθόδους παρεμβολής, ή μπορεί να δίνονται σε σημεία 

στην περιοχή του δικτύου, πριν από την εφαρμογή των μεθόδων παρεμβολής. 

Το σύστημα των εξισώσεων παρατηρήσεων για το σύνολο των παρατηρήσεων που 

διατίθενται ως παρατηρήσεις του κατακόρυφου δικτύου GNSS, γράφεται 

 vsGyBxAw +++=    (26) 

όπου οι παράμετροι y  οι σχετικές με τους μετασχηματισμούς των συστημάτων 

αναφοράς συμμετέχουν ως άγνωστες παράμετροι, ή  

 vsGxAyBww ++=−=   
~   (27) 

όπου οι παράμετροι y θεωρούνται γνωστές και χρησιμοποιούνται για τη διόρθωση 

των παρατηρήσεων, το διάνυσμα x περιέχει τα ορθομετρικά υψόμετρα (
  
x
i
= H

i
, οι 

ντετερμινιστικές παράμετροι), το s περιέχει τα υψόμετρα του γεωειδούς (
  
si = � i, 

οι στοχαστικές παράμετροι) και v είναι τα σφάλματα των παρατηρήσεων. Το πρό-

βλημα συνόρθωσης είναι ένα πρόβλημα εκτίμησης των παραμέτρων x και y  και 

πρόγνωσης των παραμέτρων s και v. Ας θεωρήσουμε για λόγους απλότητας ότι οι 

αδιάφορες παράμετροι y  είναι γνωστές ή ότι απαλείφονται με κάποιο τρόπο από 

το σύστημα των εξισώσεων των παρατηρήσεων. 

 

3.1. H στοχαστική αντιμετώπιση των υψομέτρων του γεωειδούς 

Στη στοχαστική αντιμετώπιση των υψομέτρων του γεωειδούς, το κριτήριο των 

ελαχίστων τετραγώνων είναι 

 
    
w = A x+G s+ v  ,   

      
s
T
K

−1
 s+ v

T
P v =min. (28) 

Εδώ το ζήτημα της δημιουργία μιας συνάρτησης συμμεταβλητότητας είναι πιο 

αυστηρό σε σχέση με όσα αναφέρθηκαν παραπάνω. Τα στάδια δημιουργίας μιας 

τοπικής συνάρτησης συμμεταβλητότητας είναι τρία: Αρχικά γίνεται η επιλογή της 

συνάρτησης συμμεταβλητότητας−μοντέλο. Στη συνέχεια, πρέπει να γίνει υπολογι-

σμός των εμπειρικών τιμών της συνάρτησης από τη στατιστική ανάλυση σχετικών 

δεδομένων σε διακριτά σημεία και η προσαρμογή του επιλεγμένου μοντέλου της 

συνάρτησης στις παραπάνω τιμές. Τέλος, επειδή τα άγνωστα σήματα δεν αναφέ-

ρονται στο επίπεδο ορισμού της συνάρτησης αλλά στη φυσική επιφάνεια του εδά-
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φους, επεκτείνεται η συνάρτηση στον ημιχώρο πάνω από το επίπεδο ορισμού της, 

έτσι ώστε να παραμείνει ομογενής, ισότροπη και αρμονική στις τρεις διαστάσεις. 

Η συνάρτηση συμμεταβλητότητας των υψομέτρων του γεωειδούς μπορεί να προ-

κύψει απευθείας από γνωστές τιμές υψομέτρων στην περιοχή του δικτύου GNSS ή 

συνήθως, από δεδομένα του πεδίου βαρύτητας στην περιοχή, ανεξάρτητα από τις 

παρατηρήσεις του δικτύου. Γενικότερα οι συμμεταβλητότητες των σημάτων, τα 

στοιχεία του πίνακα K, προκύπτουν από τη συνάρτηση συμμεταβλητότητας )(SK  

του διαταρακτικού δυναμικού μεταξύ δύο σημείων, εφαρμόζοντας το νόμο μετά-

δοσης συμμεταβλητοτήτων στα συναρτησιακά που συνδέουν τα σήματα με το 

διαταρακτικό δυναμικό.4 Στον πίνακα (1) δίνονται οι συναρτήσεις Markov δεύτε-

ρης και τρίτης τάξης και η γενικευμένη συνάρτηση Hirvonen για m=1/2 (συνάρτη-

ση Moritz) και για m=3/2 (συνάρτηση Poisson). Οι μεταβλητότητες του διαταρα-

κτικού δυναμικού 2

Tσ  και της ανωμαλίας βαρύτητας 2

gσ  στους τύπους του παρα-

πάνω πίνακα, καθώς και του υψομέτρου του γεωειδούς 2

�σ , συνδέονται μεταξύ 

τους μέσω των σχέσεων 

222

2

1
gT d σσ =     και    22

2

2

2

2

2

11
g

o

T

o

� d σ
γ

σ
γ

σ ==  (29) 

όπου 
o

γ  είναι μια μέση τιμή της κανονικής βαρύτητας στην περιοχή του γεωδαιτι-

κού δικτύου. Με τη βοήθεια των σχέσεων του πίνακα (1) περνάμε εύκολα από τη 

συνάρτηση συμμεταβλητότητας της ανωμαλίας βαρύτητας, η οποία επιλέγεται 

αρχικά και προσαρμόζεται σε αντίστοιχες εμπειρικές τιμές, στη συνάρτηση συμμε-

ταβλητότητας του διαταρακτικού δυναμικού και στη συνέχεια, η συνάρτηση συμ-

μεταβλητότητας του υψόμετρου του γεωειδούς προκύπτει ότι είναι 

)(
1

)(
2 ij

o

ij� SKSK
γ

=   .  (30) 

Στα γεωδαιτικά δίκτυα όμως, τα άγνωστα σήματα δεν αναφέρονται στο επίπεδο 

όπου ορίζεται η συνάρτηση συμμεταβλητότητας, αλλά στη φυσική επιφάνεια του 

εδάφους. Επειδή τα σημεία έχουν υψομετρική διαφορά και δεν βρίσκονται στο ίδιο 

επίπεδο, απαιτείται κάποιο τρισδιάστατο στατιστικό μοντέλο του διαταρακτικού 

δυναμικού. Η συνάρτηση συμμεταβλητότητας στις τρεις διαστάσεις πρέπει να 

είναι ομογενής, ισότροπη, αρμονική και θετικά ορισμένη και μετά την επέκταση 

της στον χώρο, πάνω από το επίπεδο ορισμού της. Τοπικές συναρτήσεις συμμετα-

                                                      
4. H εκλογή της συνάρτησης συμμεταβλητότητας του διαταρακτικού δυναμικού ως βασική συνάρ-

τηση οφείλονται στην απλή μορφή των συναρτησιακών που συνδέουν τα σήματα με το δια-

ταρακτικό δυναμικό. Στην πράξη όμως διατίθενται τιμές της ανωμαλίας βαρύτητας και όχι του δι-

αταρακτικού δυναμικού. Επομένως, αρχικά μπορούν να υπολογιστούν διακριτές τιμές συμμετα-

βλητοτήτων των ανωμαλιών βαρύτητας από την στατιστική επεξεργασία σχετικών δεδομένων. Η 

έννοια της συμμεταβλητότητας των σημάτων, η μορφή της συνάρτησης συμμεταβλητότητας του 

διαταρακτικού δυναμικού και η δημιουργία του πίνακα Κ εξετάζονται αναλυτικά στις εργασίες 

των Moritz (1976), Meier (1981) και Ρωσσικόπουλος (1986). 
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βλητότητας του διαταρακτικού δυναμικού, οι επεκτάσεις τους στο χώρο πάνω από 

το επίπεδο ορισμού τους και οι αντίστοιχες συναρτήσεις της ανωμαλίας βαρύτητας 

δίνονται στον πίνακα (2).  

 

 
Πίνακας 2: Τοπικές συναρτήσεις συμμεταβλητότητας της ανωμαλίας βαρύτητας και 

του διαταρακτικού δυναμικού. 

 
Ανωμαλία Βαρύτητας  

              KΔg(S) 

Διαταρακτικό Δυναμικό  

K(S)                              K(S,z) 
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σ
g

2
d
3 2d

2
− S

2

2 (S2
+ d

2)5
 

    

σg
2 d

3

2 S
2
+ d

2

 

    

σg
2 d

3

2 S
2
+ (z + d)2

 

Poisson  
722

22

52

)(2

96

dS

Sd
d

g

+

−
σ  

    

σ g

2 d
5

6 (S2
+ d

2)3
 

    

σ g

2 (z + d)d 4

6 (S2
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S  η οριζόντια απόσταση μεταξύ δύο σημάτων, d  το μήκος συσχέτισης και ji hhz += . 

 

 

Οι εναλλακτικοί τρόποι της στοχαστικής αντιμετώπισης των υψομέτρων του γεω-

ειδούς είναι οι εξής:  

1. Με την εφαρμογή μεθόδων σημειακής προσαρμογής υπολογίζονται οι τιμές 

των υψομέτρων του γεωειδούς στις κορυφές του δικτύου, οι οποίες στη συνέ-

χεια συμμετέχουν ως παρατηρήσεις σύμφωνα με τη σχέση (4) στην τελική συ-

νόρθωση. 

2. Οι παρατηρήσεις του δικτύου αναλύονται ταυτόχρονα με τις τιμές του πεδίου 

βαρύτητας σε σημεία εκτός του δικτύου. Στην περίπτωση αυτή το σύστημα των 

εξισώσεων παρατήρησης γράφεται αναλυτικά 

    

w
1
= A

1
 x
1
+G

1
 s
1
+ v

1

w
2
= s

2
+ v

2

 

 όπου η πρώτη σχέση αναφέρεται στις κορυφές του δικτύου, ενώ η δεύτερη στα 

σημεία στην περιοχή όπου διαθέτουμε τιμές του πεδίου βαρύτητας. Οι συναρ-

τήσεις συμμεταβλητότητας δίνονται στον πίνακα (3).  

3. Οι πληροφορίες οι σχετικές με το πεδίο βαρύτητας εισάγονται μέσω της συ-

νάρτησης συμμεταβλητότητας που προκύπτει συνήθως από δεδομένα του πεδί-

ου βαρύτητας στην περιοχή.   
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Πίνακας 3:  Οι συμμεταβλητότητες των σημάτων: αποκλίσεις της κατακορύφου, 

ανωμαλίες βαρύτητας και υψόμετρα του γεωειδούς. 
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3.2. H αναλυτική αντιμετώπιση των υψομέτρων του γεωειδούς 

Στην περίπτωση της αναλυτικής αντιμετώπισης η άγνωστη συνάρτηση των υψομέ-

τρων του γεωειδούς προσεγγίζεται με ένα πολυώνυμο σύμφωνα με τη σχέση (9). 

Το σύστημα των εξισώσεων παρατηρήσεων παίρνει τη μορφή 

vaFxAvaGxAw ++=++=      Φ  ,   
      
v
T
P v =min. (31) 

Μια επιλογή, για παράδειγμα, είναι αυτή της σχέσης (11) 
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όπου n  είναι οι κορυφές του δικτύου. Έστω ότι σε m σημεία εκτός του δικτύου 

είναι γνωστές οι τις τιμές των αποκλίσεων της κατακορύφου για τις οποίες ισχύουν 

οι σχέσεις 
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Το σύστημα των εξισώσεων παρατήρησης γράφεται 
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Πίνακας 4: Οι μεταβλητότητες των σημάτων και οι συμμεταβλητότητες μεταξύ τους 

στο ίδιο σημείο στην επιφάνεια του εδάφους. 
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όπου η πρώτη σχέση αναφέρεται στις κορυφές του δικτύου, ενώ η δεύτερη στα 

σημεία στην περιοχή όπου διαθέτουμε τιμές υψομέτρων του γεωειδούς ή αποκλί-

σεων της κατακορύφου. 

 

3.3. H μικτή αντιμετώπιση των υψομέτρων του γεωειδούς 

Ανάμεσα στις δύο παραπάνω προσεγγίσεις βρίσκεται και μια συνδυασμένη αναλυ-

τική - στοχαστική αντιμετώπιση των σημάτων s. Ένα τμήμα της άγνωστης συνάρ-

τησης, η κυρίαρχη τάση, περιγράφεται μέσω ενός γραμμικού συνδυασμού των 

συναρτήσεων βάσης και ένα μικρό μέρος που απομένει μπορεί να αντιμετωπισθεί 

ως στοχαστική παράμετρος, με τη βοήθεια μιας συνάρτησης συμμεταβλητότητας.  

 

    

� i = ak  ϕ k (xi , yi)

k=1

m

∑ + si  (34) 

Το σύστημα των εξισώσεων παρατήρησης γίνεται 

 vsGaGxAw +++=     Φ  ,   .min  
1

=+
−

vPvsKs
TT  (35) 

ή  

 eaFxAw ++=    ,   .min 
1

=

−

eMe
T  (36) 

όπου   a  είναι οι άγνωστες ντετερμινιστικές παράμετροι, s οι στοχαστικές μεταβλη-

τές, 
  
e =G s+ v  είναι το στοχαστικό μέρος των εξισώσεων παρατήρησης και ο 

αντίστοιχος πίνακας των συμμεταβλητοτήτων 1
  

−

+= PGKGM
T .  

 

 

4. Επίλογος 

Ο ακριβής προσδιορισμός των ορθομετρικών υψομέτρων από μετρήσεις των δο-

ρυφορικών συστημάτων GNSS, λαμβάνοντας υπόψη δεδομένα γεωμετρικής χω-

ροστάθμησης καθώς και πρόσθετες πληροφορίες από το πεδίο βαρύτητας παραμέ-
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νει μέχρι και σήμερα ένα από τα πιο ενδιαφέροντα θέματα στον τομέα των τοπο-

γραφικών εργασιών. Στην εργασία αυτή, αφού έγινε μια σύντομη αναδρομή στις 

μεθόδους που εμφανίζονται στη σχετική βιβλιογραφία, αναπτύχθηκαν στη συνέ-

χεια μέθοδοι που βασίζονται στη λεγόμενη ολοκληρωμένη γεωδαισία. Στις μεθό-

δους της ολοκληρωμένης γεωδαισίας συμμετέχουν ως διακριτές άγνωστες παράμε-

τροι τα ορθομετρικά υψόμετρα και όλες οι παράμετροι που σχετίζονται με τα δια-

φορετικά συστήματα αναφοράς, και ως σήματα τα υψόμετρα του γεωειδούς καθώς 

σχετίζονται με την άγνωστη συνάρτηση του πεδίου βαρύτητας.  

Οι μέθοδοι παρεμβολής που παρουσιάστηκαν στο κεφάλαιο (2) αποτελούν ειδική 

απλοποιημένη περίπτωση των μεθόδων της ολοκληρωμένης γεωδαισίας και κάτω 

από ορισμένες προϋποθέσεις δίνουν τα ίδια αποτελέσματα. Στις μεθόδους της 

ολοκληρωμένης γεωδαισίας συμμετέχουν ταυτόχρονα όλες οι παρατηρήσεις του 

δικτύου, ανεξάρτητα από τον αριθμό και το είδος τους σε κάθε σημείο. Μπορούν 

να συμμετάσχουν ακόμη και κάθε μορφής “παρατηρήσεις” του πεδίου βαρύτητας 

στην περιοχή, εκτός των σημείων του δικτύου.  

Σε μια πιο γενικευμένη εφαρμογή της ολοκληρωμένης γεωδαισίας, η εισαγωγή των 

σημάτων στη συνόρθωση επιτρέπει την ταυτόχρονη ανάλυση τόσο των κλασικών 

γεωμετρικών παρατηρήσεων (οριζόντιες διευθύνσεις και γωνίες, ζενίθιες γωνίες, 

βάσεις και συντεταγμένες GNSS, γεωμετρική χωροστάθμηση), όσο και παρατηρή-

σεων σχετικών με το γήινο πεδίο βαρύτητας (π.χ. αποκλίσεις της κατακορύφου, 

δυναμική χωροστάθμηση, ένταση του γήινου πεδίου βαρύτητας, κλπ.). Ως σήματα 

αντιμετωπίζονται οι παράμετροι του πεδίου βαρύτητας, όπως π.χ., διαταρακτικά 

δυναμικά, ανωμαλίες βαρύτητας, υψόμετρα του γεωειδούς, αποκλίσεις της κατα-

κορύφου κλπ.5  

 

Παράρτημα Α. Οι σχετικοί αλγόριθμοι  
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 eaFxAw ++=    ,   .min 
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όπου 
  
e =G s+ v  και 1
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+= PGKGM
T . Το σύστημα των κανονικών εξισώσεων 
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5. Οι πρώτες εφαρμογές της ολοκληρωμένης γεωδαισίας στην εκτίμηση των ορθομετρικών 

υψομέτρων από τις παρατηρήσεις GPS, γεωμετρική χωροστάθμηση  και γενικότερα από 

κάθε είδους παρατήρηση, γεωμετρική ή σχετική με το πεδίο βαρύτητας, έχουν δοθεί από 

τους Hein (1985), Hein et al. (1988), Eissfeller (1986) και Milbert (1988). 
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Στην περίπτωση της στοχαστικής αντιμετώπισης των υψομέτρων του γεωειδούς, η 

ποσότητα sKs
1−T

 ορίζει την επιφάνεια αναφοράς των υψομέτρων και οι σχετικοί 

πίνακες δεν παρουσιάζουν αδυναμία βαθμού6. H λύση δίνεται από τις σχέσεις  
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−1 (Α.6) 

Στη συνέχεια υπολογίζονται τα σήματα και τα σφάλματα των παρατηρήσεων  
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 (Α.8) 

Το σύστημα των κανονικών εξισώσεων παίρνει τη μορφή 
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H λύση δίνεται από τις σχέσεις  
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3.  0s = :  vaFxAw ++=    ,   
      
v
T
P v =min. (Α.13) 

Το σύστημα των κανονικών εξισώσεων παίρνει τη μορφή 
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όπου APA�
T

x
= , FPA�
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xa
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a
=  και wPAu

T

x
= , wPFu

T

a
= . 

Το αν υπάρχει ή όχι αδυναμία βαθμού στο παραπάνω σύστημα των κανονικών 

εξισώσεων, εξαρτάται από την μορφή των παρατηρήσεων του χωροσταθμικού 

δικτύου. Στη γενικότερη περίπτωση, η λύση με ελάχιστες δεσμεύσεις zxH = , 

δίνεται από τις σχέσεις  

                                                      

6. Γενικότερα, σχετικά με το πρόβλημα ορισμού του συστήματος αναφοράς στα δίκτυα της ολοκλη-

ρωμένης γεωδαισίας βλ. Dermanis (1984) και Ρωσσικόπουλος (1986).  
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Ο πίνακας E  είναι των εσωτερικών δεσμεύσεων 0xE = . 
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Παράρτημα B.  Η εκτίμηση των συνιστωσών της μεταβλητότητας αναφοράς 

 

Αν ονομάσουμε 
  
e =G s+ v  το στοχαστικό μέρος των εξισώσεων των παρατηρή-

σεων 
    
w = A x+G s+ v  και    

1−
+= PGKGM

T τον αντίστοιχο πίνακα των συμμε-

ταβλητοτήτων, τότε το πρόβλημα της εκτίμησης των συνιστωσών της μεταβλητό-

τητας αναφοράς στη γενική περίπτωση της ολοκληρωμένης γεωδαισίας7, διατυπώ-

νεται ως εξής, ανάλογα με την κάθε περίπτωση:   

                                                      

7. Αναλυτική επισκόπηση των μεθόδων στη γεωδαιτική βιβλιογραφία δόθηκε από τον Grafarend 

(1985). Συστηματική αντιμετώπιση του προβλήματος εκτίμησης των συνιστωσών της μεταβλητό-

τητας αναφοράς έγινε από τους Rao (1973) και Schaffrin (1983), όπου διερευνώνται οι σχέσεις 

μεταξύ των διαφόρων εκτιμήσεων, και Rao and Kleffe (1988), όπου δίνονται οι συνθήκες κάτω 

από τις οποίες οι εκτιμήσεις ταυτίζονται και αναλύεται το πρόβλημα των στατιστικών ελέγχων. 

Με την εργασία των Dermanis and Rossikopoulos (1991) οι σχετικές τεχνικές επεκτάθηκαν και 

στις εφαρμογές της ολοκληρωμένης γεωδαισίας. 
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1. Η περίπτωση των δύο συνιστωσών: 
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2. Η περίπτωση των διαφορετικών ομάδων παρατηρήσεων: 
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όπου   fi  είναι ο αριθμός πλεονασμού της i ομάδας των παρατηρήσεων, ενώ η με-

ταβλητότητα των σημάτων από τη σχέση (**) 
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όπου  fi  είναι ο αριθμός πλεονασμού της i ομάδας των παρατηρήσεων. Το άθροι-

σμα των αριθμών αυτών δίνει τους βαθμούς ελευθερίας 

    fv = f1 + f2 + ...+ f
m

v

      . (Β.8) 

 

3. Η περίπτωση των διαφορετικών ομάδων παρατηρήσεων και των 

αγνώστων παραμέτρων της συνάρτησης συμμεταβλητότητας. 

Ανάλογο πρόβλημα με τη σωστή επιλογή του πίνακα βάρους στη κλασική περί-

πτωση συνόρθωσης, στην οποία η βέλτιστη ανεπηρέαστη γραμμική εκτίμηση ταυ-
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τίζεται με την ειδική περίπτωση της εκτίμησης με τη μέθοδο των ελαχίστων τετρα-

γώνων, όπου ο πίνακας βάρους είναι ο αντίστροφος του πίνακα συμμεταβλητοτή-

των των σφαλμάτων, είναι και η επιλογή της συνάρτησης συμμεταβλητότητας του 

πεδίου βαρύτητας. Μια τρίτη λοιπόν εφαρμογή της μεθόδου εκτίμησης των συνι-

στωσών της μεταβλητότητας αναφοράς  είναι ο έλεγχος εγκυρότητας της επιλεγ-

μένης συνάρτησης συμμεταβλητότητας που περιγράφει τη στοχαστική συμπεριφο-

ρά των σημάτων.  Η συνάρτηση συμμεταβλητότητας Κ έχει τη μορφή 

    K (σ 2 ,ϑ ) =σ 2 f (ϑ )  (Β.9) 

όπου ϑ  είναι το διάνυσμα των αγνώστων παραμέτρων της (π.χ. η απόσταση συ-

σχέτιση). Μετά τη γραμμικοποίηση της συνάρτησης συμμεταβλητότητας, ανα-

πτύσσοντάς τη σε σειρά Taylor και αγνοώντας του όρους ανώτερης τάξης ως πρα-

κτικά ασήμαντους 

    

K (σ
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o
) + f (ϑ
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o

2
) + σ

o

2 ∂f

∂ϑ
ii

∑  δϑ
i
 (Β.10) 

προκύπτει η γραμμική μορφή της συνάρτησης 

    

K (σ
2
,ϑ ) =σ

2 f (ϑ
o
) +σ

o

2 ∂f

∂ϑ
ii

∑  δϑ
i
   . (Β.11) 

Οι σχέσεις αυτές χρησιμοποιούνται καταρχήν για την προσαρμογή των επιλεγμέ-

νων συναρτήσεων σε δεδομένα, αλλά και σε μια γενίκευση του προβλήματος εκτί-

μησης των συνιστωσών της μεταβλητότητας αναφοράς  

      

E{eeT }= σ i

2 

i=1

m
v

∑ Qi + δa1 

i=1

m
s

∑ G K i G
T  (Β.12) 

Οι συνιστώσες 
    

σ
i

2  των παρατηρήσεων υπολογίζονται από τις σχέσεις (106), ενώ η 

μεταβλητότητα 
    

σ
s

2  και οι άγνωστες παράμετροι 
  
δa

i
  

T

mss
s

aa ][ 2

2
δδσ �=ϑ  (Β.13) 

της συνάρτησης συμμεταβλητότητας (
    
σ
s

2
=δa

1
), υπολογίζονται από τη σχέση  

      
ˆ ϑ 
s
= J

ss

−1
 ϕ

s
 (Β.14) 

όπου τα στοιχεία του πίνακα 
    
J
ss

 είναι 

}{ jssissij trJ KWKW=   , 
      i, j =1,2,...,m

s
 (Β.15) 

i

i

∂ϑ

∂ K
K =   ,   2

1 s
σϑ =   και 

ii
a=ϑ   για       i ≥ 2     (Β.16) 
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και τα στοιχεία του πίνακα 
s

ϕ δίνονται από τη σχέση  

      
ˆ ϕ i = ˆ s 

T
K

−1
 K i K

−1
 ˆ s   ,     

    
i =1,2,...,m

s
 .  (Β.17) 

 

 

Παράρτημα Γ. Η εφαρμογή των στατιστικών ελέγχων στην περίπτωση των 

στοχαστικών παραμέτρων 

 

Κατά τη συνόρθωση των παρατηρήσεων με τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων 

οι στατιστικοί έλεγχοι των υποθέσεων αναφέρονται στην περίπτωση όπου τα 

σφάλματα των μετρήσεων ακολουθούν την κανονική κατανομή, μια υπόθεση που 

είναι ρεαλιστική και στην περίπτωση ενός τοπικού πεδίου βαρύτητας (Wei, 1987, 

Krakiwsky and Biacs, 1990). Υποθέτουμε δηλαδή ότι τα σφάλματα vsGe +=  , το 

στοχαστικό μέρος των εξισώσεων των παρατηρήσεων 
    
w = A x+G s+ v , όταν τα 

σήματα s  είναι διαταράξεις του πεδίου βαρύτητας, ακολουθούν την κανονική 

κατανομή  

      
e ~ � (0, σ 2

M)  (Γ.1) 

με μηδενική προσδοκία και πίνακα συμμεταβλητοτήτων M
2

σ , όπως προέκυψε 

από την εφαρμογή του νόμου μετάδοσης συμμεταβλητοτήτων 1
  

−

+= PGKGM
T . 

Ένας αρχικός έλεγχος, για όλες συνολικά τις υποθέσεις σχετικά με το μαθηματικό 

και στοχαστικό μοντέλο της συνόρθωσης των παρατηρήσεων γίνεται με τη βοή-

θεια του ολικού ελέγχου της μεταβλητότητας αναφοράς. Ελέγχεται δηλαδή η μη-

δενική υπόθεση 22
:

oo
H σσ = έναντι της εναλλακτικής 22

:
o

H σσ
α

≠ , όπου 2

o
σ  

είναι μια αρχική γνωστή τιμή της μεταβλητότητας αναφοράς.  

 

1.  Σάρωση δεδομένων 

Ο έλεγχος για την ύπαρξη των πιθανών συστηματικών ή χονδροειδών σφαλμάτων 

στις παρατηρήσεις γίνεται ακολουθώντας τη τεχνική που είναι γνωστή ως σάρωση 

δεδομένων. Για την εφαρμογή της σάρωσης δεδομένων στη στοχαστική αντιμετώ-

πιση των σημάτων, υπολογίζονται οι ποσότητες  

 
    
ˆ u =M

−1
 ˆ e   (Γ.2) 

όπου 
  
ˆ e =G ˆ s + ˆ v =M W e    και  11111 )( −−−−−

−= MAAMAAMMW
TT . (Γ.3) 

Από την παραπάνω σχέση, αν εφαρμοσθεί ο νόμος μετάδοσης των συμμεταβλητο-

τήτων και γίνουν οι πράξεις, προκύπτει ο πίνακας των συντελεστών των συμμε-

ταβλητοτήτων των ποσοτήτων   ̂  u  

 
      Q ˆ u 

=M
−1
Q ˆ e 

 M
−1
=M

−1
(M−A(A

T
M

−1
A)

−1
A
T

) M
−1
=W . (Γ.4) 

όπου 
      Q ˆ e 

=M−A(A
T
M

−1
A)

−1
A
T

. H σάρωση δεδομένων βασίζεται στις σχέσεις 
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r
i
=

ˆ u 
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ˆ σ ( ˆ u 
i
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ˆ σ ( ˆ u 

i
) = ˆ σ W

ii
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f − ri
2

 ~ t f −1    . (Γ.5) 

2.  Έλεγχος της συμβατότητας δύο ομάδων παρατηρήσεων 

Έστω ότι διατίθενται δύο ομάδες παρατηρήσεων 

 11 111  vsGxAw ++=  (Γ.6) 

 
    
w

2
= A

2
 x+G

2 

s
2
+ v

2
 (Γ.7) 

O έλεγχος των παρατηρήσεων της μιας ομάδας συνολικά (π.χ. της δεύτερης), σε 

σχέση με τις παρατηρήσεις της άλλης ομάδας (της πρώτης), μπορεί να γίνει ή από 

τα αποτελέσματα της ταυτόχρονης συνόρθωσης των δύο ομάδων, ή από τα αποτε-

λέσματα της συνόρθωσης της μιας ομάδας (της πρώτης).  

Στην πρώτη περίπτωση ο έλεγχος βασίζεται στις σχέσεις 
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  (Γ.8) 

όπου   
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 ~  Fn2 , f −n2   . (Γ.9) 

Για τη δεύτερη περίπτωση, αν υποθέσουμε ότι θέλουμε να ελέγξουμε τη δεύτερη 

ομάδα των παρατηρήσεων από τη λύση της πρώτης ομάδας, ακολουθούμε την 

παρακάτω τεχνική:  

α. Συνόρθωση και έλεγχος της πρώτης ομάδας: Από τη λύση της πρώτης ομάδας, 

με κριτήριο .min  
1

=+
−

vPvsKs
TT , προκύπτει 
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όπου 
      
M

1
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1
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1
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1

T
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.  

β. Πρόγνωση των σημάτων s2 της ομάδας (2):  

 

      

˜ s 
2

(1)
=K

12

T
 M

1

−1
 A

1
( w

1
−A

1
 ˆ x 

(1)
) =K

12

T
 P
1
( w

1
−A

1
 ˆ x 

(1)
−G

1
ˆ s 
1

(1)
) =

     =K
12

T
 M

1

−1
 [I−A

1
 (A

1

T
 M

1

−1
 A

1
)
−1
A
1

T
 M

1

−1] (G
1 s1 + v1)

 (Γ.12) 

γ. Yπολογισμός των στατιστικών ποσοτήτων του ελέγχου 
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και 
      
M

2
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−1 . O έλεγχος βασίζεται στη σχέση 
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3.  Ολικός έλεγχος των σημάτων 

H παραπάνω σχέση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον ολικό έλεγχο σημαντικότη-

τας των σημάτων. Το σύστημα των εξισώσεων παρατηρήσεων και το κριτήριο των 

ελαχίστων τετραγώνων (98) είναι ισοδύναμα με το σύστημα 
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O έλεγχος βασίζεται στη σχέση 

 

  

F =
f − q

q

δ ˆ ϕ 

ˆ ϕ − δ ˆ ϕ 
 ~  Fq, f −q     (Γ.18) 

όπου μετά από πράξεις προκύπτει ότι 

 
      
ˆ ϕ = ˆ v 

T
P ˆ v + ˆ s 

T
K

−1
 ˆ s  ,   

      δ ˆ ϕ = ˆ s 
T

(K −Q ˆ s 
)
−1

 ˆ s  (Γ.19) 

και f = n + k − r οι βαθμοί ελευθερίας. 

 

4.  Ο έλεγχος της γενικής υπόθεσης  

Σχετικά με την εφαρμογή του ελέγχου της γενικής υπόθεσης, οι υποθέσεις που 

ελέγχονται μπορεί να αφορούν τις συντεταγμένες των κορυφών του δικτύου και τα 

σήματα zsHxH =+   

��� , ή μόνο τις συντεταγμένες zxH = 

� , ή τα σήματα zsH = 

�� . 

Από τις εκτιμήσεις   ̂  x  και   ̂ s , υπολογίζονται τα σφάλματα κλεισίματος των δεσμεύ-

σεων και ο πίνακας των συμμεταβλητοτήτων τους 
ê

Q . O έλεγχος βασίζεται στη 

σχέση 

 kfk
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eQe
 (Γ.20) 

όπου f οι βαθμοί ελευθερίας και k ο αριθμός των δεσμεύσεων που ελέγχονται. Οι 

σχετικές σχέσεις δίνονται στον πίνακα (Γ.1). 

Mια απλή και χρήσιμη εφαρμογή είναι ο έλεγχος σημαντικότητας των σημάτων, 

H
ο
: s = 0, που βασίζεται στη σχέση  

 qfq
s

T

F
q

F
−

−

= ,2

1
ˆ

 ~ 
ˆ 

ˆ ˆ

σ

sQs
 (Γ.21) 

όπου f = n + k − (r + q) είναι οι βαθμοί ελευθερίας και q ο αριθμός των σημάτων.  
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Εναλλακτικές σχέσεις για τον παραπάνω έλεγχο βασίζονται στη λύση του διευρυ-

μένου μοντέλου, όπου οι υποθέσεις που ελέγχονται συμμετέχουν ως αυστηρά ου-

σιαστικές δεσμεύσεις. Οι σχετικές σχέσεις δίνονται στον πίνακα (Γ.2). 

 
Πίνακας Γ.1. Τα σφάλματα κλεισίματος κατά τον έλεγχο της γενικής υπόθεσης.  
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Πίνακας Γ.2. Η λύση των ουσιαστικών δεσμεύσεων.  
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όπου   ̂  x ,   ̂ s  και 
    Q ˆ x 

, 
    Q ˆ x ̂  s 

, 
    Q ˆ s 

 προέκυψαν από τη λύση με ελάχιστες δεσμεύσεις. 

Στη συνέχεια υπολογίζονται τα σφάλματα 
  
ˆ v 
H

, το κριτήριο των ελαχίστων τετρα-

γώνων 
  

ˆ ϕ 
H

 και η μεταβλητότητα αναφοράς 
    

ˆ σ 
H

2
. O έλεγχος βασίζεται στη σχέση 
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ˆ ϕ 
=

f

k

δ ˆ ϕ 

ˆ ϕ H −δ ˆ ϕ 
 ~  Fk , f −k      (Γ.22) 

όπου f οι βαθμοί ελευθερίας και k ο αριθμός των δεσμεύσεων που ελέγχονται. 

 

5.  Επιλογή των πρόσθετων παραμέτρων 

Μια εφαρμογή του ελέγχου της γενικής υπόθεσης αφορά στη σημαντικότητας των 

παραμέτρων y  ή a  των πολυωνύμων που περιγράφουν τις μεταβολές των συστη-

μάτων αναφοράς ή τις επιφάνειες που προσαρμόζονται στα υψομετρικά δεδομένα. 

Ο ολικός έλεγχος των πρόσθετων παραμέτρων ( 0a =:
o

H , 0a ≠:
a

H ) μπορεί να 

προκύπτει από τα αποτελέσματα της λύσης του συστήματος των εξισώσεων των 

παρατηρήσεων 
    
w = A x+F a+ v  με τη βοήθεια της σχέσης   

 

      

F =
ˆ a TQ ˆ a 

−1
 ˆ a 

m ˆ σ 
2

  ≤  Fm, f
α  (Γ.23) 

όπου m  είναι ο αριθμός των αγνώστων παραμέτρων a, f  οι βαθμοί ελευθερίας 

και 
  ̂

 σ 
2 η ολική μεταβλητότητα αναφοράς. Αν ισχύει η σχέση (36) ή η εναλλακτική 

της (37), τότε θεωρούμε ότι οι διορθώσεις 
  
δ =F a  ή 

    δ =B y δεν είναι σημαντικές, 
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διαφορετικά πρέπει να προχωρήσουμε στην επιλογή των “σημαντικών” παραμέ-

τρων   a . Έστω  
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όπου aII η ομάδα των παραμέτρων των συναρτήσεων fi που ελέγχονται για τη ση-

μαντικότητά τους. Για τον έλεγχο σημαντικότητας των παραμέτρων aII (Hο : aII = 

0 ~ Hα : aII ≠ 0) χρησιμοποιούνται οι σχέσεις 
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 (Γ.25) 

όπου mII είναι ο αριθμός των αγνώστων παραμέτρων aII. Σχετικά με τον έλεγχο 

σημαντικότητας μιας παραμέτρου (Hο : ai = 0 ~ Hα : ai ≠ 0), αν ισχύει η σχέση 
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 (Γ.26) 

η παράμετρος 
 
ˆ a 
i  είναι σημαντική.  

Μια άλλη μορφή βασίζεται στον έλεγχο σημαντικότητας μιας παραμέτρου, ή ομά-

δας παραμέτρων, που δεν συμμετέχουν στη συνόρθωση των παρατηρήσεων και 

που πρόκειται όμως να συμπεριληφθούν, αν ο έλεγχος δείξει ότι είναι σημαντικές. 

H σημαντικότητα νέων πρόσθετων παραμέτρων 
  
a
*
, με πίνακα συντελεστών   F*

, 

που δεν συμπεριλαμβάνονται στις αρχικές εξισώσεις vaFxAw ++=   , ελέγχεται 

με βάση τη σχέση 
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